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Общим классом автоколебательных систем с одной степенью свободы 
являются системы, описываемые уравнением 
 
( ),x x f x+ = µ                                                  (1) 
 
где ,  , x x x  – относительная координата положения и ее первая (скорость) 
и вторая (ускорение) производные по времени; ( )f x  – функция, опреде-
ляемая диссипативными силами нагрузки и силами подпитки от источника; 
µ – малый параметр, который определяет близость системы к линейной 
консервативной. 
К данному классу относится, например, известное уравнение Ван-дер-
Поля 
x– µ(1– 2 ) 0,x x x+ =                                           (2) 
 
которое достаточно хорошо описывает некоторые автоколебательные сис-
темы. 
Предположение о том, что автоколебания близки к синусоидальным, 
широко используется в теории колебаний для асимптотического решения 
уравнений вида (1). Такие приближенные методы, как метод Ван-дер-Поля, 
Пуанкаре и др., основаны на этом предположении [1]. Точность решения, 
например по методу Ван-дер-Поля, напрямую зависит от величины малого 
параметра µ. 
Целью данной работы является получение аналитического выражения 
для малого параметра автоколебательной системы «однофазный асинхрон-
ный двигатель – линейный упругий элемент» [2]. Это позволит определить 
область применения и погрешность приближенных методов при использо-
вании их для анализа автоколебательных систем данного вида. 
Уравнение движения автоколебательной системы «однофазный асин-
хронный электродвигатель – линейный упругий элемент» при отсутствии 
э л е к т р о э н е р г е т и к а 
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сухого трения и аппроксимации механической характеристики двигателя 
по Сюмеку [3] в производных по абсолютному времени t имеет вид 
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где Н – коэффициент жидкостного трения (демпфирование); J – момент 
инерции системы; C – коэффициент жесткости; Мкр.ОАД – критический мо-
мент ОАД; ω1 – скорость идеального холостого хода ОАД. 
Введя относительное время 0 ,tτ = ω  где 0 C Jω =  – собственная час-
тота колебаний, упростим данное уравнение, приведя его к виду 
 
31 2 3 0,ϕ−µ ϕ+ µ ϕ + µ ϕ+ ϕ =                                        (3) 
 
где ϕ, ,ϕ  ϕ  – относительные угловая координата, скорость и ускорение; 
µ1, …, µ3 – относительные коэффициенты, которые зависят от параметров 
двигателя и упругого элемента. 
Уравнение (3) приводится к уравнению Ван-дер-Поля (2) с помощью 
замен 
2
1 3
3 ,х µ= ϕ
µ −µ
   µ = µ1 – µ3. 
 
Таким образом получим выражение для малого параметра автоколеба-
тельной системы «однофазный асинхронный электродвигатель – линейный 
упругий элемент» 
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− ω
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                                       (4) 
 
Проанализируем далее, как влияет величина малого параметра µ на по-
грешность метода Ван-дер-Поля при решении уравнения движения авто- 
колебательной системы «однофазный асинхронный электродвигатель – 
линейный упругий элемент» (3). 
Решение уравнения (3) методом Ван-дер-Поля дает три корня для ам-
плитуды колебаний [4]: 
 
ϕт1 = 0;  1 32
2
2 ;
3
m
µ −µ
ϕ =
µ
  1 33
2
2 .
3
m
µ −µ
ϕ = −
µ
                      (5) 
 
Анализ устойчивости данных решений показывает, что состоянию ус-
тойчивого равновесия соответствует амплитуда колебаний ϕт2. 
Относительную погрешность будем рассчитывать по формуле 
 
2 100 %,m m
m
ϕ −ϕ
δ = ⋅
ϕ
 
 
где ϕт – амплитуда колебаний, найденная в результате численного реше-
ния уравнения движения (3); ϕт2 – то же, найденная по (5), которые полу-
чены в результате решения уравнения (3) методом Ван-дер-Поля. 
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Численное решение уравнения движения (3) проводилось в програм- 
мном пакете MatLab. Результаты расчетов для характерных случаев не- 
линейности системы представлены ниже в виде временных диаграмм на 
рис. 1–3. 
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Рис. 1. Временные диаграммы ,ϕ  ,ϕ  ϕ  при «малой» нелинейности системы (µ = 0,1) 
 
1. Случай «малой» нелинейности автоколебательной системы ( 1µ << ). 
Задаем параметры автоколебательной системы «однофазный асинхрон-
ный электродвигатель – линейный упругий элемент» такими, чтобы малый 
параметр составлял µ = 0,1. 
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Рис. 2. Временные диаграммы  ,ϕ  ,ϕ  ϕ  при «средней» нелинейности системы (µ = 1) 
 
В результате решения (3) с заданными параметрами методом Ван-дер-
Поля по (5) получаем амплитуду устойчивых колебаний ϕт2 = 1,155 о. е. 
Амплитуда колебаний, найденная по временным диаграммам (рис. 1)  
в результате численного решения уравнения движения (3) в программном 
пакете MatLab ϕт = 1,142 о. е. Как видно из рис. 1, в системе с «малой» не-
линейностью относительные угловая координата ,ϕ  скорость ϕ  и ускоре-
ние ϕ  изменяются по синусоидальному закону.  
Погрешность метода Ван-дер-Поля для случая «малой» нелинейности 
автоколебательной системы составит 
 
2 1,142 1,155100 % 100 % 1,14
1,142
m m
m
ϕ −ϕ −
δ = ⋅ = ⋅ =
ϕ
 %. 
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Рис. 3. Временные диаграммы ,ϕ  ,ϕ  ϕ  при «большой» нелинейности системы  
(µ = 10) 
 
2. Случай «средней» нелинейности автоколебательной системы (µ = 1). 
Задаем параметры автоколебательной системы «однофазный асинхрон-
ный электродвигатель – линейный упругий элемент» такими, чтобы µ = 1. 
В результате решения (3) с заданными параметрами методом Ван-дер-
Поля по (5) получаем амплитуду устойчивых колебаний ϕт2 = 3,651 о. е. 
Амплитуда колебаний, найденная по временным диаграммам (рис. 2)  
в результате численного решения уравнения движения (3) в программном 
пакете MatLab, 4 о. е. Как видно из рис. 2, в данном случае нелинейность 
системы проявляется в несинусоидальности автоколебательного движения, 
что особенно заметно для ускорения ϕ . 
Погрешность метода Ван-дер-Поля для данного случая δ = 8,73 %. 
3. Случай «большой» нелинейности автоколебательной системы (µ = 10). 
Задаем параметры автоколебательной системы «однофазный асинхрон-
ный электродвигатель – линейный упругий элемент» такими, чтобы µ = 10. 
В результате решения (3) с заданными параметрами методом Ван-дер-
Поля по (5) получаем амплитуду устойчивых колебаний ϕт2 = 11,55 о. е. 
Амплитуда колебаний, найденная по временным диаграммам (рис. 3)  
в результате численного решения уравнения движения (3) в программном 
пакете MatLab ϕт = 43,55 о. е. Как видно из рис. 3, в случае «большой» не-
линейности системы несинусоидальность проявляется и по относительной 
угловой координате ,ϕ  и по скорости ,ϕ  и по ускорению .ϕ  
Погрешность метода Ван-дер-Поля для данного случая δ = 74,48 %. 
Проведя дополнительные расчеты для промежуточных значений малого 
параметра µ, в диапазоне 0,1–10,0 получим зависимость δ = f(µ), график 
которой представлен на рис. 4. 
 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
20
30
40
50
δ %
µ
10
60
70
80
10
 
                   1    2    3    4    5    6    7    8    µ   10 
   80 
 
δ, % 
 
   60 
 
   50 
 
   40 
 
   30 
 
   20 
 
   10 
 
 
 
Рис. 4. Зависимость погрешности метода Ван-
дер-Поля δ от величины малого параметра µ для 
автоколебательной системы «однофазный асин-
хронный электродвигатель – линейный упругий  
                                  элемент»  
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В Ы В О Д Ы 
 
1. Получено выражение (4) для определения малого параметра, который 
определяет близость нелинейной автоколебательной системы к линейной 
консервативной. Данное выражение совместно с графиком зависимости  
δ = f(µ) можно использовать для определения погрешности, которую дают 
асимптотические методы анализа автоколебательной системы, описанной  
в данной работе (в частности, метод Ван-дер-Поля). 
2. Выражение (4) можно использовать при проектировании приводов на 
основе однофазных асинхронных электродвигателей, работающих в авто-
колебательном режиме. Следует выбирать электродвигатель и нагрузку  
с такими параметрами, чтобы значение малого параметра было как можно 
меньше. В этом случае мощность двигателя не будет затрачиваться на рас-
тягивание или сжатие пружины, а идти только на компенсацию потерь 
трения в системе, что приведет к улучшению энергетических характери-
стик электропривода. 
3. Получена зависимость погрешности метода Ван-дер-Поля δ от вели-
чины малого параметра µ для автоколебательной системы «однофазный 
асинхронный электродвигатель – линейный упругий элемент» (рис. 4). Из 
рис. 4 видно, что приближенные методы анализа уравнения движения  
(в частности, метод Ван-дер-Поля) дают удовлетворительные результаты 
лишь при µ < 1, в этом случае погрешность менее 10 %. Если же µ < 0,1, то 
закон колебаний можно считать гармоническим и погрешность расчетов не 
превышает 1 %. 
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